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1. いわゆるロピタルの定理について –1/34–

ロピタルの定理

f(x), g(x) が区間 (a, b)で微分可能とする。
a < c < b となる cに対して lim

x→c
f(x) = 0, lim

x→c
g(x) = 0 かつ lim

x→c

f ′(x)

g′(x)
が

存在し、さらに cの近傍 (̸= c)において g′(x) ̸= 0 が成り立つならば

lim
x→c

f(x)

g(x)
= lim

x→c

f ′(x)

g′(x)
.

ロピタルの定理は受験生・大学生に好まれて、入試に使っていいかどうかよく
話題になる
ここでは試験などの話は触れないで、ロピタルの定理もしくはロピタル本人に
ついて語る



1.1 高校教科書での扱い –2/34–

高校では発展でしか扱ってない
実教の現行の版では扱っていない
東京書籍や啓林館でも扱いがある



2. ギヨーム・ド・ロピタルについて –3/34–

ギヨーム・ド・ロピタル（1661年 6月 7日–1704年 2月 2日）
Guillaume-Francois-Antoine de l’Hospital, Marquis de Sainte-Mesme et
du Montellier, Comte d’Entremont, Seigneur d’Ouques, la Chaise, le Bréau
et autres lieux, gouverneur des ville et château de Dourdan. (Fontenelle [16],
[43])

ギヨーム・フランソワ・アントワーヌ・ド・ロピタル : サント＝メム侯爵およ
びモンテリエ侯爵、アントルモン伯爵、ウク、ラ・シェーズ、ル・ブレオおよ
びその他の地域の領主、ドゥールダンの町および城の統治者
書くときは
Guillaume de l’Hospital　（ギヨーム・ド・ロピタル）
もしくは
Marquis de l’Hospital （ロピタル侯爵）
が良いかもしれない.

l’Hospital　か　 l’Hôpital　か
s が脱落してアクサン・シルコンフレクス ô になったと思われる
アカデミー・フランセーズの正書法改革が 1740年でロピタルの時代は過渡期
近年は発音に則して l’Hopital も多いようにも思われる





2.1 Guillaume de l’Hospital の肖像画と他の著作 –5/34–

　

TRAITÉ
ANALYTIQUE

DES

SECTIONS CONIQUES
ET DE LEUR USAGE

POUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS
dans les Problèmes tant déterminez qu’indéterminez.

OVVRAGE POSTHVME
De M . Le Marquis de l ’H o s p i t a l , Académicien

Honoraire de /
’Académie Royale des Sciences.

A PARIS ,
Chez Montalant , Quay des Augustins , à la Ville

de Montpellier,

M. D C C. XX .

Traité analytique des sections coniques, 1707 （死後に発刊）
「円錐曲線に関する解析的考察」 [21]

https://doi.org/10.3931/e-rara-3675


3. ロピタルの定理 –エピソード１: 0/0の極限– –6/34–

Analyse des infiniment petits, pour l’intelligence des lignes courbes
『曲線を理解するための無限小の解析』1696, 1716 (2ed)



1696 表紙（Smithsonian Libraries ）
1696 初版 1716 第 2版 1730 英訳 [20, 22]
R. E. Bradley, S. J. Petrilli, C. E. Sandifer (Birkhaeuser; 2015) [7]

https://library.si.edu/image-gallery/100372
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k205444w.image
https://archive.org/details/infinimentpetits1716lhos00uoft/page/n3/mode/2up
https://archive.org/details/methodfluxionsb00stongoog/page/n5/mode/2up
https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-319-17115-9


3.1 ロピタルの定理： The origin –8/34–

ロピタルの本は全 10章、本文は 181ページである。
内容は代数函数で定義される曲線に関する微分学で積分はない。
ロピタルの定理は第9章の冒頭 p.145 に解説されている



3.1.1 ロピタルの「証明」 –9/34–

Aを原点として、PM

AB
=

PN

PO
とする.

曲線 ANBが y = f(x), COBが y = g(x) で表され、
AB= a, f(a) = f(B) = 0, g(a) = g(B) = 0 とする.

曲線 AMD が函数 a

∣∣∣∣f(x)g(x)

∣∣∣∣ である。
問題：BDの長さを求めよ。
Bの近くで微少にずらすと、曲線 AMDの定義より

bd

AB
=

bf

bg

となっている。Bb = dx と考えて
bf = f ′(B)dx, gb = g′(B)dx

となるので bd →BD の極限を取ると
BD

AB
=

f ′(B)

g′(B)
=

f ′(a)

g′(a)
となる。



3.1.2 ロピタルの定理の例 –10/34–

定理に続いて、2つの例が挙げられている。

lim
x→a

√
2a3x− x4 − a

3
√
a2x

a− 4
√
ax3

=
16

9
a

lim
x→a

a2 − ax

a−
√
ax

= 2a

後者は、代数的に証明できる。
前者はロピタルの定理が有効な例

最初の例は友人のPierre Varignonへ
ヨハンが出した問題が元になっている
1693年ロピタルからヨハンにあてた手紙
（Der Briefwechsel von Johann Bernoulli,
Bd I, Springer, 1955; Bd 2,3もある [8])
単純な誤答としては x = a を代入して
a2 − a2

a− a
= a+ a = 2a とするものがある

https://link.springer.com/book/9783764300272


3.2 ピエール・ヴァリニョン (Pierre Varignon,1654–1722） –11/34–

ヴァリニョンの定理
任意の四角形の辺の中点を結んでできた四角形が平行四辺形になる。
もとの四角形が凸の場合、平行四辺形の面積は四角形の半分になる。

・ヨハンとヴァリニョンとの間の手紙が多く残されている



3.3 ロピタルAnalyseの謝辞 –12/34–

Analyse des infiniment petits（以下Analyse）は
1696年の初版は著者なし、序文にはベルヌーイらに対する感謝 viii, xii

viii) 両ベルヌーイ氏（兄ヤコブと弟ヨハン）は、微積分の美しさに初めて気づ
きました。挑戦することも考えられなかったような困難を超えるまでまでに、
微積分を押し上げました。
xii) 私は両ベルヌーイ氏、特にGroningen大学の教授である若きベルヌーイ
氏の啓示から多くを学びました。私は両氏の発見とライプニッツ氏の発見を積
極的に用いました。彼らが私に残してくださるものだけで満足し、彼らが望む
だけ多くのものを主張することに同意します。



4. ヨハン・ベルヌーイの書簡 –13/34–

ベルヌーイとロピタルの間の書簡は書簡集 [8]として残っている (1955出版）
[注釈] 1879年　この書簡はグスタフ・エネストレーム（Gustav Hjalmar
Eneström, 1852–1923）が発見
ヨハン・ベルヌーイ Johann Bernoulli, 1667–1748、ロピタルは 1661年生）
1691年　ヨハン (24歳)はロピタル侯爵 (30歳)に個人指導
1692年秋　バーゼルに戻る、以降も1702年まで文通した
1694年　博士号を取得
1695年　オランダのフローニンゲン大学の教授就任
1705年　バーゼルに戻る。兄ヤコブが務めていたバーゼル大学の数学教授職に
ヨハンvsロピタル・最初の論争
ロピタルの1692年の論文
Mr. G***,
Solution du probleme que
M. de Beaune, Journal des
Sçavans, 1692, 401–403. [19]
デ・ボーヌの問題 “逆正接
問題で、y′ = 1

y などを解け”

ロピタルはこの問題の答えをヨハンから教えてもらったのに匿名で発表

https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k56539v/f403.item
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k56539v/f403.item


4.1 ロピタルからヨハンへの資金援助 –14/34–

1694年3月 ヨハンに対して、ロピタルは年300リーブルを送ることにした
1695年7月 200リーブル
1696年6月 Analyse 出版直後の 300リーブル、合計 800リーブル

ロピタルは妻がアントルモン伯爵の財産を引き継ぐ一方で、ヨハンは
1694年　結婚、1695年 ニコラス 2世（Nicolaus II、–1726）誕生
1695年　フローニング大学教授就任
300リーブルはベルヌーイがフローニンゲンで得ることになる年俸の 21％
ベルヌーイの状況では、十分ありがたい金額
この時期のヨハンはロピタルに感謝の手紙も書いている
[参考]　フランス革命時の 1795年に 80フラン = 81リーブルでフランに
400フランあれば庶民は 1年間生活できたようだ
次男ダニエルは 1700年生まれ



4.2. ジョセフ・ソランとミシェル・ロルとの論争
ロルの定理 (1691) [32]

f(x) が微分可能で f(a) = 0, f(b) = 0
ならば f ′(c) = 0 となる a < c < b が存在

1700年 無限小解析に否定的なロルはヴァリニョンと論争
最終的にロルが誤りを認めて決着
1702年4月 Journal des Sçavansの編集長である
ジョセフ・ソラン（Joseph Saurin, 1659–1737) が
ロルに対して、x = a で不定形 0/0 なら問題がある
として、ロピタルの本を引用しつつロルを
自誌で批判 [34]

[参考] ミシェル・ロル（Michel Rolle、1652–1719）
ロル自身は、多項式の場合を考えていた。
ソランの批判自体は妥当ではあったが、
ソラン本人も無限小解析の理解が不足していた。
[参考] Journal des Sçavans は 1665年に創刊
された 欧州最古の定期的学術誌



4.3. ヨハン・ベルヌーイの不満 –16/34–

ソランがロルを批判する中で、ロピタルの本を賞賛しすぎたことで、ヨハンは
大きな不満を持っていた
1704年2月2日　ロピタル死去
1704年8月 ヨハンの論文 [3] ではロピタルの本を引用しつつ

1) ロピタルの定理は自分の成果
2) 結果を改善する必要がありさらに深く自分は知っている

と主張
1705年5月 ソランが反論 [35]

1705年 7月 18日にヴァリニョンに
宛てた手紙



4.3.1. ヨハン・ベルヌーイの主張「あれは自分の講義だ」 –17/34–

1707年2月26日付のヴァリニョン宛の手紙

　

ロピタル氏はこの本の出版において、私が彼に渡した資料の大部分をラテン語
でフランス語に翻訳した以外には、何の役割も果たしていません
この鍵は私に完全に負っているのです。私がいなければ、彼は決して見つけら
れなかったでしょう。なぜなら、私がパリに到着するまで、彼はそのような鍵
がこの世に存在することを知らなかったからです。



4.3.2 ロピタルの本に続く積分論 –18/34–

Lectiones Mathematicae de Methodo Integralium, Allisque
『積分法数学講義』in Johannis Bernoulli, Opera omnia 3 (1742) [5]

出版年が 1742年だが、1691年に執筆されたベルヌーイの初期作品の一つ
冒頭「前節で、量の微分がどのように形成されるかを見てきた」

https://books.google.co.jp/books?id=-thnYqMNZvkC&pg=PA385


4.3.3 しかしながら・・・ –19/34–

ヨハンはライプニッツ（Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646–1716）らにも自分の
先取権を訴えた
しかし、受け入れられず、1716年に２版がロピタル著として出版された
ヨハンらの書簡が発見される前も、このLectionesの記述からロピタルの本が
第一部で、Lectionesが第二部という考えは知られていた
ベルヌーイ一族は互いに先取権争いをよくやっており、ヨハンの主張は当時は
信用されなかった。
例えば流体力学の「ベルヌーイの原理」に関して息子ダニエルとの争い。



4.4 デ・ボーヌの問題 –20/34–

フロリモン・デ・ボーヌ (Florimond de Beaune,1601–1652)
デカルトの時代の法学者
デ・ボーヌの問題 （1638）とは逆正接問題で、微分方程式

dy

dx
=

a

y − x

を解けというもの。解は

y = a log

(
a

x− y + a

)
で、指数・対数函数の微積分ができなかったデカルトの時代には解けなかった。
y′ =

a

y
なら y =

√
2ax+ c と解ける

[参考] デ・ボーヌの問題は一般化されてベルヌーイの方程式
y′ = P (x)y +Q(x)yn

となった。ヤコブが提唱して、ライプニッツ（変数分離法は彼による）が変換
w = y1−n を見出して積分因子の考えで解いた。
すぐ後にヨハンが定数変化法で解いた。Parker参照 [30].



4.5 ロルの定理 –21/34–

ロルは 1690年 [31]
Michel Rolle, Traité d’Algebre, 1690.

多項式 f(x) の根 a, b に対して f ′(c) = 0 となる a < c < b の存在を使った。
翌 1691年に証明を出版したが、無限小解析は使わない
ロルの定理 が再び表れるのは 19世紀であるが、まだ微積分と繋がってない

1834 Moritz Wilhelm Drobisch [13]

1846 Giusto Bellavitis [2]

1861年Weierstrassの夏の講義 [46, 14]
ロルの定理が現代的に定式化

1868年 Joseph Serretの解析教程 [39]
Cours de calcul différentiel et intégral
t.1, p.17, p.23.

ロルの定理を用いて平均値の定理を証明
ただし、この証明はO. Bonnetによる
1878年 Ulisse Dini [12]で現代的に証明

https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k8703179z
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN600798984


5. ロピタルの定理 –エピソード3：新たなる希望コーシー– –22/34–

18世紀には微積分の教科書も出版され始めた

ブルック・テイラー
Brook Taylor (1685 – 1731),
Methodus Incrementorum Directa
et Inversa, 1715. [45]

コリン・マクローリン
Colin Maclaurin (1698 – 1746)
A Treatise of Fluxions: vol II, 1742. [27]
マクローリンの本は 1749年に仏訳が出る
など大陸でも広く読まれた
マリア・アジェーニ（Maria Agnesi,
1718-1799) の『解析教程』[1]
Instituzioni analitiche, t.1 t.2 (1748) ,
オイラーの無限小解析なども続くが省略

https://books.google.co.jp/books?id=wYQ_AAAAcAAJ&pg=PA23
https://books.google.co.jp/books?id=wYQ_AAAAcAAJ&pg=PA23
https://books.google.co.jp/books?id=JqZeAAAAcAAJ&pg=PA611
https://archive.org/details/A298183/page/n5/mode/2up
https://archive.org/details/A298183/page/n5/mode/2up


5.1 ジョゼフ=ルイ・ラグランジュ –23/34–

フランスでも 17世紀後半には解析学の教科書が表れている
ジョゼフ=ルイ・ラグランジュ（Joseph Louis Lagrange, 1736 - 1813）
二変数函数の極大極小問題で2回微分を使った判定法なども発見
解析函数の理論（Théorie des fonctions analytiques, Paris, 1797）
ラグランジュの剰余項 全集 9巻 [26]

引き続いて
シルヴェストル・フランソワ・ラクロワ（Sylvestre François Lacroix, 1765 –
1843)
Traité du Calcul Différentiel et du Calcul Intégral, 1797, 1798, 1800. [25]
も広く読まれたが、やはり微積分の教科書は 19世紀にコーシーが書き直した

https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k2299441/f78.image.r


5.2 オーギュスタン＝ルイ・コーシー –24/34–

オーギュスタン＝ルイ・コーシー (Augustin Louis Cauchy, 1789 – 1857)
Cours d’analyse de l’Ecole royale polytechnique, 1821 [10]
Résumé des leçons données à l’École royale polytechnique sur le calcul in-
finitésimal 1823. p.24 [11]
コーシー微分積分学要論, 小堀 憲 訳, 共立出版（1969）[23]

0/0 の極限について言及している。
この証明はラフすぎるがロピタルの証明とほぼ同じである

https://books.google.co.jp/books?id=UrT0KsbDmDwC
https://books.google.co.jp/books?id=m8RRAAAAcAAJ&pg=PA24
https://books.google.co.jp/books?id=m8RRAAAAcAAJ&pg=PA24
https://www.kyoritsu-pub.co.jp/book/b10011299.html


コーシーの平均値の定理 Résuméの p.161ページ –25/34–

ロピタルの定理の拡張 Résuméの p.164ページ



6. ロピタルの定理 –エピソード4：Stoltzの証明– –26/34–

コーシー微分積分学要論は ε− δ 論法など現代的な解析学の最初ではあった
同時期にベルナルト・ボルツァーノ（Bernard Bolzano, 1781 - 1848）も進めていたが、ロピ
タルと関係ないので省略

解析学の厳密化が進むにつれて、不定形の極限についても再び議論になった。
デュ・ボア=レーモン (Paul du Bois-Reymond,1831– 1889) は函数が振動する
場合を除外して考察した.
Crelle, J. 74 (1872) [9]

デュ・ボア=レーモンの考察を受けて、現代的にロピタルの証明を与えたのが
オットー・シュトルツである.
（Otto Stolz 1842 – 1905)
Math. Ann. 14 (1879) [40]



6.1 ロピタルの定理の反例 –27/34–

ロピタルの反例はシュトルツ以前にVictor Rouquetが与えている (1877) [33]
ただ f(x) = x+ cosx, g(x) = x+ sinx というややつまらない例である
シュトルツは証明を与えたMath. Ann.の次の号で反例について考察してる [41]

f(x) = x+ sinx cosx, g(x) = esinx(x+ sinx cosx).

f(x)

g(x)
= e− sinx は振動するので x → ∞ で極限を持たないが

f ′(x)

g′(x)
=

2 cos2 x

esinx cosx(x+ (sinx+ 2) cos x)
=

2e− sinx cosx

x+ (sinx+ 2) cos x
→ 0 (x → ∞)

この反例については Ralph Philip Boas [6]が一般化して考察している。
[補足] シュトルツはロピタルの差分版でも名前が残っている [42]

シュトルツ＝チェザロの定理 lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

= ℓ が存在すれば、 lim
n→∞

an
bn

= ℓ.

bn = n の時がチェザロ和（Ernesto Cesàro, 1859–1906）である。
シュトルツの他の仕事として、凸函数は片側導函数を持つことの証明、また、
非アルキメデス的実数の先駆的な研究がある。P. Ehrlich 参照 [15]



7. ロピタルの定理 –エピソード5：ヨハン・ベルヌーイの夜明け– –28/34–

ロピタルの定理は 19世紀後半に現代と同じ意味の厳密さで定式化された。
この定理を実際に「ロピタルの定理」と読んだのはE. グルサである Stolzの
頃は名前がなかった
Cours d’analyse mathématique, 2nd ed. t.1 (1910), p.37; p.39:

ちなみにグルサ解析教程の初版 (1902)にはロピタルの名前がない
20世紀に入って、ロピタル・ヨハンの論争が再度興味を持たれ、特にエネスト
レームは二人の書簡を発見した。
モーリッツ・カントール（Moritz Cantor, 1829–1920）
グスタフ・エネストレーム（Gustav Hjalmar Eneström, 1852–1923）
参考 エネストレームはオイラーの論文を整理、E-番号は Eneströmに因む）



7.1 ヨハン・ベルヌーイとロピタル侯爵–再び– –29/34–

1742年発表論文の前節がロピタルの本に相当すると考えられた
しかし、ロピタルの本の元がヨハンの講義であるのか不明であった
1921年シャフハイトリン（Paul Schafheitlin） がバーゼル大の図書館で
ヨハンの講義録
“Lectiones de calculo differentialum” (1691/92)
を発見。この微積分講義録はロピタルの本の前半と一致した

シャフハイトリンの発見によってヨハンの寄与が200年ぶりに示された！
Paul Schafheitlin:
Johannis (I) Bernoullii Lectiones de calculo differentialium,
Verh. Naturf. Ges. Basel 34, 1– 32 (1922-1923).

https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=439991


7.2 シャフハイトリンの発見 –30/34–

前ページの Schafheitlinの論文は、ベルヌーイ家がバーゼル市民権を認められ
た 1622年 5月 13日から 300年後に、ベルヌーイ家の助成を受けて
バーゼル自然科学協会によって出版された
ベルヌーイの原稿は、ロピタルの Analyse の
最初の 4章のモデルだった
ただし、ヨハンの直筆ではなく 1705年にヨハンの
甥のニコラウス（I）ベルヌーイが写した原稿
右は Schafheitlinがまとめたベルヌーイの原稿
Bernoulli, J.
Die Differentialrechnung.
Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften 211

Leipzig, Akademische Verlagsgesellsch. p.56 (1924)

Schafheitlinのもう一つの論文：
Johann Bernoulli’s Differentialrechnung,
Verh. Naturf. Ges. Basel 32, 230-235 (1920-1921).

https://ci.nii.ac.jp/ncid/BA30568440
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=439981


8.1 グルサ「解析教程」 –31/34–

エドゥアール・グルサ（Édouard Goursat, 1858–1936）は超幾何函数や複素解
析などの研究者である
グルサのCours d’Analyse Mathématiqueは
微分積分だけではなく、 複素解析・微分方程式の
入門書として広く読まれた.
初版は２巻本
第2版で大きく内容が変わったが以降は大体同じ
第４版 t.2でPainlevéの定理などが加筆
第４版 t.1. t.2と第 3版 t.3 の組み合わせで
今もGabay Editionが購入できる
また英訳もある（５巻本）

初版（２巻本）　Tome.1 1902, Tome.2 1905

第 2版（3巻本）　Tome.1 1910, Tome.2 1911, Tome.3 1915 [18]

第 3版（3巻本）　Tome.1 1917, Tome.2 1918, Tome.3 1923

https://www.gabay-editeur.com/GOURSAT-Cours-dAnalyse-mathematique-t-I-4e-ed-1924-t-II-4e-ed-1925-et-t-III-3e-ed
https://archive.org/details/coursdanalysema02gourgoog/page/n10/mode/2up
https://archive.org/details/coursdanalysema02gourgoog/page/n10/mode/2up
https://archive.org/details/ed2coursdanalyse01gouruoft/page/n7/mode/2up
https://archive.org/details/coursdanalysemat02gouruoft/page/n7/mode/2up
https://archive.org/details/ed2coursdanalyse03gouruoft/page/n7/mode/2up
https://archive.org/details/coursdanalysemat01gour/page/n7/mode/2up
https://archive.org/details/ed3coursdanalyse02gouruoft/page/n9/mode/2up
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k9774980t/f7.image


8.2 高木貞治・解析概論 –32/34–

高木貞治はGoursatを読んでいた
高木貞治「解析概論」岩波講座版の結語（昭和10年8月）には
「ロピタルの定理を現代の解析教程の中で扱うのは時代錯誤でなかろうか」

https://dl.ndl.go.jp/pid/1240605/1/23


8.3 藤原松三郎・数学解析 第1編 –33/34–

藤原松三郎・数学解析（内田老鶴圃・昭和９年２月）は詳しい (2.20節）
2.21節ではロピタルの定理の逆が扱われている

f(x)

g(x)
において、g′(x) ̸= 0 より g(x) は単調である。

そこで t = g(x) とおき f(g−1(t))

t
について t → 0 の極限を考えればいい

ロピタルの定理の逆は窪田忠彦 (1885–1952) による [24]：
T. Kubota, Einige Sätze den Grenzwert betreffend,
Tohoku Math. J. 15 (1919), 314–322

https://dl.ndl.go.jp/pid/1234177/1/104
https://www.jstage.jst.go.jp/article/tmj1911/15/0/15_0_314/_article/-char/en


9. 終わりに –34/34–

ロピタル侯爵は貴族でありながらも当時の数学者と基本的は良い関係を築いて
いたようである
ヨハン・ベルヌーイは貴族であるロピタル侯爵に自分の研究成果を渡してお金
を貰うことに関して忌避感は持っていなかったと思われる
初版の出版時は 29歳だったこともあってヨハンも特に不満はなかったようだ
が、その後ロピタル侯爵の本の評価が高まったことで不満が大きくなったよう
である。
1702年からのソランとロルとの論争があり、さらに 1704年にロピタル侯爵が
亡くなり、1705年には兄ヤコブの後を継いでバーゼル大教授になったことな
どから、ロピタル侯爵に対する攻撃的な発言が目立った
ヨハン以上にソランも周囲からよく思われてなかったようである
しかしながら、エネストレームがヨハンらの書簡を発見して、シャフハイトリ
ンがヨハンの講義録を発掘したことでヨハンの貢献が明確になった
でも今後もロピタルの定理なんだろうなあと思ってます。ド・ロピタルの定理
の方が良いのですが。
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(1872): 294–304.

[10] Augustin Louis Cauchy; Cours d’analyse de l’Ecole royale polytechnique,
1821
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